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Трансформація операцій з нечіткими множинами для розв’язку задач 
оптимального руху безекіпажних безпілотних апаратів 
О. М. Трунов 
Поставлено та проаналізовано розв’язок оптимізаційної задачі про міні-
мум часу руху безпілотного безекіпажного апарату (ББА). Встановлено зв’язок 
між проекціями вектору швидкості, як умовою розв’язку задачі про мінімум 
часу переміщення, запропоновано будувати алгоритм корегування параметрів 
оптимальної траєкторії. Продемонстровано, якщо на траєкторії обрано як 
масштаб величину “с” між поперечними похідними від модуля вектора швид-
кості за двома ортогональними напрямами, а також забезпечено дію сил, які з 
тим же масштабом “с” зв’язують другі похідні від координат за цими напря-
мами, то така траєкторія мінімізує загальний час руху. Розділення рухів утво-
рює можливості керування на підставі відеозображень за умов дотримання 
обмежень на величину масштабу “с” та накладає обмеження на роботу дви-
гунів - приводів рушіїв. Встановлено, що калібрування рушіїв дозволяє визначи-
ти константу “с”.  
Сформовано керуючі впливи: сили та моменти для гідродинамічної моделі 
ББА. Запропоновано представлення керуючих впливів через число обертів валу 
рушія – пропелера. Представлено керуючі впливи через функцію належності та 
мінімальне і максимальне паспортне число обертів валу пропелеру рушія.  
Введено нові якісні поняття, що задано функцією належності: швидкос-
ті обертання валу рушія до таких значень, які могуть бути реалізовані двигу-
ном µi(ns/nmax); сили упору, яка забезпечує прискорений рух ББА за паспортом 
µsx(x
*
,t); підймної сила, яка забезпечуватиме надлишок підйомної сили µsy(x
*
);
швидкості обертання валу рушія, яка забезпечить механічну потужність при 
економічному споживанні електричної енергії. 
Промодельовано процес вибору швидкості обертання валу рушіїв під час 
просторового руху безпілотного, безекіпажного апарату з урахуванням впливу 
таких якісних факторів. Продемонстровано спрощення процесу вибору віднос-
ної швидкості обертання валу рушія під час керування ББА. Показано на число-
вих прикладах незалежність і стійкість величини розрозрахованної функції на-
лежності перетину та обраної відносної частоти обертання валів рушіїв від 
вибору кутів орієнтації вісей рушіїв 
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1. Вступ
Розвиток повітряних [1–3] та підводних [4–6] безекіпажних та безпілотних
апаратів (ББА) створює передумови розвитку дронів-трансформерів, що здатні 
переміщуватись для виконання поставлених задач як у повітрі, над водою, так і 
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під водою [7]. Така різноманітність конструктивних типів і умов роботи вима-
гає інтелектуальної перебудови конструктивних форм моделей [8], але суттєве 
збільшення трудомісткості процесу проектування стимулює пошук нових під-
ходів. Останнє приводить до відмови від використання традиційної парадигми 
керування “опису” і заміни її на парадигму “припису” [9]. Як показано у робо-
тах [10, 11] таку парадигму доцільно реалізовувати відповідно теоретичних ос-
нов координації [12] та апарату теорії нечітких множин. Однак класичний апа-
рат динаміки твердого тіла є непридатним для умов нечітко заданих сил момен-
тів та траєкторій руху і як наслідок такі апарати аналізу є не сумісними.  
Одним з існуючих класичних прикладів варіаційної постановки та 
розв’язку задач про не визначену оптимізацію траєкторії руху та оптимізацію її 
параметрів є задача розповсюдження променя світла у площині [13]. В ній для 
розв’язку такої нелінійної задачі методом квазілінеаризациї зроблено припу-
щення про пропорційність модуля вектора швидкості величині координати y. 
Практична реалізація останнього припущення ускладнена обмеженими можли-
востями роботи приводів двигунів-рушіїв [6]. Загально відомі моделі, що опи-
сують рух підводних дронів [8, 14–17] та застосовуються для синтезу керуючих 
впливів. Аналіз структури математичних детермінованих моделей підводних 
дронів та повітряних свідчить, що моделі їх руху теж зводяться до системи ше-
сти нелінійних диференціальних рівнянь другого порядку, а відмінними є вели-
чини сил Архимеда, опору, коефіцієнтів приєднаних мас і опорів [8]. Однак, 
незважаючи на таку схожість, головними не розв’язаними проблемами є 
розв’язок системи нелінійних рівнянь або наближене зведення до рекурентної 
послідовності аналітичних виразів та формування нечіткого керуючого впливу 
при наявності нечітко визначених впливів і параметрів.  
Необхідність сумісного застосування класичного апарату математичного 
аналізу, що застосовує операції субстанційних, повних та частинних похідних, 
та не сумісного з ним апарату нечітких множин з операціями перетину та обєд-
нання, визначає актуальність дослідження. 
 
2. Аналіз літературних данних та постановка проблеми 
Ефективність феномену злагодженості дій у проявах самоорганізації стад-
них тварин і в угрупуваннях людей все глибше вивчається та переноситься в 
сферу досягнення цілей навіть при реалізації за допомогою не живих техноген-
них систем [18]. Сьогодні цей принцип все ширше використовується при побу-
дові гетерогенних мереж подвійного призначення та визначення технічних та 
технологічних параметрів [18]. Одним з прикладів його застосування є ББА – 
повітряного, наземного, надводного та підводного функціонування [18]. Особ-
ливо слід очікувати, що впроваджування теоретичних основ координації [10], 
як всеохоплюючої процедури, разом із сучасними інструментами [12]: адекват-
ність, ефективність, вектор індикатор та інтелектуалізоване розвинення у ряд 
Тейлора, відкриє нові можливості [12]. Внаслідок цього буде докорінно змінена 
наша уява про неможливі, за поглядами сьогодення, функції та сформується уя-
ва про нові, неочікувані варіанти застосування, які розкриються завтра [12]. 
Підґрунтям та передумовами для таких висновків і очикувань є результати до-Не
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сліджень, що демонструють роботу стерео зору та лазерної одометриї, на 
гелікооптерах при роботі в зонах мертвих для GPS [19]. Другим досягненням є 
повітряні мікро транспортні засоби, керування які базуються на відео, що пере-
дається у реальному часі [20]. Також яскравим прикладом подальшого розвитку 
є навігаційна система квадракооптерів низької вартості, яка продемонстрована 
наприклад у роботі [21]. Іншими важливими рисами, які теж створюють необ-
хідні умови розвитку, є одночасне формування і запам’ятовування траєкторії та 
побудова карти місцевості [22]. Остання також допускає її додатково викори-
стовування як платформи для робототхнічних досліджень і навчання [23]. При 
цьому в роботах все більше рекомендується використовувати системи ло-
калізації і додаткового контролю [24]. Для означення в них положення дрону 
пропонуються такі, наприклад, засоби, як система інфрачервоного ви-
промінювання для мобільних роботів у гнучко перебудовуємих виробництвах 
[25]. Як показано в роботі [26], введення невизначеностей та застосування ме-
тодів теорії нечітких множин та прийняття рішень дозволяє спрощувати побу-
дову траєкторії і реалізовувати керування рухом. Не менш ефективним є 
комбінування методу прямої відносної орієнтації [27] та методу визначення во-
сточного крайнього кута [28] з калмановською фільтрацією потоків інформації 
[29]. Багатообіцяючим є також метод подвійної медіанної фільтрації для ре-
алізації навігації на основі аналізу потоків оптичних зображень [30]. Подаль-
ший розвиток отримали методи, що спираються на розробки алгоритмів актив-
ного визначення координат безпосередньо за відео потоком камер та які у свою 
чергу базуються на багатоагентному наближені [31]. Реалізовність таких алго-
ритмів у більшій мірі залежить від успіхів в області підвищення якості і захи-
щеності процесів кодування [32], декодування відео-фреймів та ефективності 
стиснення або подання через операції матричної алгебри [33]. Крім того, ре-
алізовність таких систем навігації визначає забезпеченість стабільності бездро-
тового зв’язку між рухомими агентами кібер-фізичних систем [34]. Останнє в 
більшій мірі забезпечується завдяки розробці апаратно орієнтованого програм-
ного продукту для архітектур кодування – декодування швидкої дії [35].  
Таким чином, невизначеність як головна перешкода і негативна риса, що 
безумовно при такому розвитку технічних рішень буде привалювати найближ-
чим часом як головна нерозв’язана проблема. Розвиток і провадження фазі си-
стем, прикладами успішного застосування яких є системи підтримки і прийнят-
тя рішень у морських технологіях демонструє потенціальні можливості [36]. 
Незважаючи на те, що останнє супроводжується безумовним переходом від од-
норідних мереж до нейронних мереж з фракційними механізмами породження 
структур [37], проблеми невизначенності та ускладнень, які вносять розриви 
похідної за часом від вхідних величин, не вичерпуються. Одночасно з нечітки-
ми регуляторами необхідно впроваджувати рухомий контроль дискретних 
рівнів разом із самотестуванням [38]. Особливу роль при цьому надаватиметься 
нейронно-нечіткому оглядувачу, прикладом-прототипом реалізації якого слугує 
проект роботи [39] та який буде також вимагати звуження бібліотек нечітких 
комп’ютерних аналітичних моделей для операцій з нечіткими асиметричними 
числами [40]. Простота побудови програмного забезпечення, що ґрунтується на 
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впровадженні нечітко множинних регуляторів та практичного керування при-
скоренням і підйомною силою такого дрону, продемонстрована у роботі [41]. 
Однак, незважаючи на загальну ефективність нечітко множинного керування 
одним апаратом, головною не розв’язаною проблемою для групи апаратів, 
особливо при роботі у строю, лишається розв’язок задачі нелінійної динаміки 
[18]. Остання, незважаючи на розвиток аналітичних інструментів [42] і аналіти-
чного методу рекурентної апроксимації, ефективність якого все більше дово-
диться для різних технічних та біологічних систем [43], стримується не аналі-
тичністю функцій належності, що підтверджується у роботах [44, 45]. 
Об’єднання переваг двох парадигм, перша з яких ґрунтуються на нечітко мно-
жинному підході, а друга на детерміновано аналітичному представленні інфор-
маційних потоків [12], є закономірним логічно обґрунтованим завданням [46]. 
Розвиток означеного напряму проектування систем керування мобільними ко-
лективними кібер-структурами з використанням специальних інструментів 
калібрування стане ефективним [47].  
Однак сумісне впровадження аналітичних і нечітко множинних методів 
наштовхується на не аналітичність і не диференційованість функцій належно-
сті. Крім того, застосування ускладнюється саме формою операцій об’єднання 
та перетину при формуванні розв’язків систем та рівнянь аналітичними мето-
дами [41].  
 
3. Мета та задачі дослідження  
Метою дослідження є підвищення ефективності математичного апарату 
операцій над нечіткими множинами, що забезпечить аналітичне формування ве-
личини керуючого впливу на підставі оптимального вибору траєкторії нелінійної 
моделі, завдання та зовнішніх збурень з урахуванням невизначеності. 
Для досягнення поставленої мети необхідно розв’язати задачі:  
– побудувати алгоритм корегування параметрів оптимальної траєкторії; 
– сформувати керуючі впливи за умов наявної гідродинамічної моделі  
дрону; 
– ввести нові операції над нечіткими множинами у формі операторів, обра-
зи від дії яких утворюють неперервні функції, які допускають операції класич-
ного математичного аналізу над ними, у тому числі диференціювання. 
 
4. Оптимізація траєкторії руху 
Мінімізація часу переміщення між двома заданими точками представиться 
у тривимірному просторі як одна з задач оптимізації (рис. 1) наступним чином:  
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Рис. 1. Схема руху ББА за оптимальною траєкторією 
 
Рівняння Ейлера при параметричному завданні руху вздовж вісі OY та OZ 
для цієї задачі зведеться до диференційного рівняння: 
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або до системи яку після диференціювання та алгебраїчних перетворень запи-
шемо: 
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що у свою чергу еквівалентно 
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Слід зазначити, що розділення руху на два взаємо ортогональні рівно-
прискоренні рухи у двох взаємо ортогональних площинах забезпечується,  
якщо:  
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де с – довільна незалежна ні від координати х та ні від часу функція, яку умо-
вно далі називатимемо: константа с. За цих умов з (3) випливає .y cz   
Останнє, спрощує розуміння її фізичного змісту як масштабу прискорень за 
вісю Y та Z . Крім того, цей результат демонструє, що якщо на траєкторії за-
безпечено зв’язок між двома поперечними похідними від модуля вектора 
швидкості за двома ортогональними напрямами, як масштаб величиною “с”, а 
також забезпечено дію сил, які з тим же масштабом величиною с зв’язують 
другі похідні від координат за цими напрямами, то така траєкторія мінімізує 
загальний час руху. 
Таким чином, здійснено перехід, що зменшив кількість змінних до трьох, 
убираючи явну залежність від часу, але забезпечуючи мінімум часу при пере-
ході до нового положення. Останнє дозволить користуватись картинами відео-
потоку тільки за аналізом особливості місцевості [19] без урахування часу, від-
повідно до вимог практики [20].  
Коригування параметрів необхідно здійснювати за допомогою константи с, 
що обирається при проектуванні з урахуванням схеми включення двигунів на 
маневрі, кута нахилу вісей рушіїв та рівняння зв’язку, утворені з (3). На етапі 
пускових випробувань вона уточнюється експериментально шляхом калібру-
вання просторового руху ББА, умов рівноваги, які детально описані, наприклад 
у роботах [14–17]. 
 
5. Формування керуючих впливів для доповнення трансформованої 
моделі руху апарату 
У роботах [14–17] доведено, що сила упору одного рушія гвинта-
пропелера має вигляд:  
 
2 4 ,yi TR C n d
 
    
         (4)  
 
де CT – коефіцієнт упору ω, n, d – кутова швидкість, частота обертання та діа-
метр гвинта. Коефіцієнт упору залежить від конструктивних особливостей са-
мого гвинта, його кроку та кута набігання потоку. Характеристики гвинта сут-
тєво покращуються за рахунок застосування насадки. Загальний упор дорівнює: 
1
N
y y
i
i
R R

 . Загальний момент, обумовлений упором гвинта:  
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де 
ir  – радіус-вектор, визначаючий положення точки прикладення сили ві-
дносно центру зв’язаної системи координат. Останнє еквівалентне моменту, що 
створюється за рахунок різної швидкості обертання пар діаметрально протиле-
жних пропелерів 
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Керуючі сили створюються як рушіями, так і кермами і окремими систе-
мами типу: крено-диферентної, кормового насадку та інші. Алгоритми розра-
хунку добре описані в [3–8] та не є предметом даної статі.  
Керуючі сили та моменти, що створюються гвинтами, можуть бути розра-
ховані за співвідношеннями виду (4)–(6) з урахуванням кутів крену та диферен-
ту, що отримуються, і з розв’язку рівнянь руху [14], або як рекуретні послідов-
ності [8]. 
 
6. Формування додаткових операцій над функціями належності та їх 
властивості 
У роботі [41] продемонстровані приклади застосування нечітких правил до 
керування повітряними безпілотними апаратами з чотирма пропелерами. Разом 
з тим, вибір дискретних значень функцій належності, відповідно до динамічних 
властивостей апаратів та зовнішніх впливів, лишається не розв’язаною задачею. 
Крім того, формування самих функцій належності та застосування у обчислен-
нях оптимальних впливів ускладнено, оскільки вони не є неперервни ми та ана-
літичними функціями. Саме таке дискретне подання, яке здається на перший 
погляд спрощенням, при формуванні різних типів правил приводить до не ана-
літичних висновків та до збільшення обсягів сформованих правил і вимагає ко-
регування [32]. Останнє обгрунтовує доцільність введення нового набору еле-
ментарних операцій над нечіткими множинами. 
У зв’язку з означеним, введемо три операції над нечіткими множинами.  
Припустимо, що нормальна нечітка множина А та нормальна нечітка мно-
жина В задані аналітичними функціями належності µА(х) та µВ(х) в унормова-
ному просторі дійсних чисел на інтервалі від 0 до 1 тобто х[0,1]. 
Введемо операцію доповнення.  
Визначення 1. Доповненням нечіткої множини А, що визначена та функція 
належності якої µА(х) задана на чисельній множині в унормованому просторі 
дійсних чисел на інтервалі х[0,1] називається операція, позначена знаком ін-
версії µАD(х) та яка обчислюється як: µАD(х)=1–µА(х). 
Введемо операцію трансформованного об’єднання.  
Визначення 2. Трансформованим об’єднанням нечіткої множини А та В, що 
задані функціями належності µА(х) та µВ(х) на універсальній чисельній множині 
х в унормованому просторі дійсних чисел на інтервалі х[0,1], називається опе-
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рація, яку умовно позначимо µTAB(х), що є доповненням алгебраїчного добутку 
доповнень µА(х) та µВ(х). Вона може позначатись знаком µTABD(х) інверсії, або 
обчислюватись як µTAB(х)=1–µАD(х)∙µВD(х).  
Теорема 1. Якщо на інтервалі існування чисельної множини задано дві но-
рмальні нечіткі множини, для яких задані аналітично функції належності, то 
доповнення алгебраїчного добутку, що побудовано для інверсій, має нижню 
границю, яка є найбільшим значенням, обраним із значень функцій належності. 
Доведення. Як відомо за визначенням для нормальних множин, застосу-
вання операції доповнення у точці х[0,1] дає відрізок, від ординати значення 
функції належності до одиниці, який 0µAD(х)1, 0µВD(х)1. Тоді, якщо у до-
вільній точці x
*
, µA(x
*
)µB(x
*
), то µAD(x
*
)µBD(x
*
) та µAD(x
*
)µBD(x
*
)µBD(x
*
). У 
протилежному випадку, якщо у довільній точці x
*
, µA(x
*
)µB(x
*
), то 
µAD(x
*
)µBD(x
*
) та µAD(x
*
)µBD(x
*
)µAD(x
*
). Таким чином, у обох випадках відрі-
зок, що дорівнює добутку доповнень, є меншим за менше значення, а його до-
повнення значить буде більшим за більше з двох значень функції належності у 
цій точці. Останнє запишемо: 
 
             1 .TA B AD BD A B A Bx x x x x x x                
 
Введемо операцію трансформованого перетину.  
Визначення 3. Трансформованим перетином нечіткої множини А та В, що 
визначені та задані як µА(х) та µВ(х) на чисельній множині х в унормованому 
просторі дійсних чисел на інтервалі х[0,1], називається операція, яку умовно 
позначимо µТАB(х) та яка є алгебраїчним добутком доповнень, або яка обчис-
люється як µТАB(х)=µА(x)µВ(х). 
Теорема 2. Якщо на інтервалі існування чисельної множини задано дві но-
рмальні нечіткі множини, для яких задані аналітично функції належності, то 
найменше значення є верхньою границею добутку µТАB(х).  
Доведення. Доведемо, що традиційна операція перетину дає результат, 
який є верхньою границею для введеної операції за визначенням 3. За тради-
ційним визначенням операції перетину:  
 
µАB(х)=µА(x)µВ(х)=min[µА(x); µВ(х)],  
 
тоді, якщо у довільній точці x
*
, µА(x
*
)µВ(x
*
), то:  
 
min[µА(x
*
); µВ(x
*
)]=µА(x
*
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За введеним визначенням  
 
µТАB(x
*
)=µА(x
*
)µВ(x
*
).  
 
Звідки завжди за умов нормальності нечітких множин, оскільки  
 
µВ(x
*
)1,  
 
то  
 
µТАB(x
*
)=µА(x
*
)µВ(x
*
)µА(x
*
)=µА(x
*
)µВ(x
*
).  
 
Оскільки у випадку коли, у довільній точці x
*
, µВ(x
*
)µА(x
*
), другий множ-
ник добутку менше або дорівнює одиниці, то добуток є меншим за найменше, 
тобто:  
 
µТАB(x
*
)=µА(x
*
)µВ(x
*
)µB(x
*
)=µА(x
*
)µВ(x
*
). 
 
Таким чином, якщо застосовувати аналітичні функції належності то введе-
ні операції над ними утворюють теж аналітичні функції належності. Крім того, 
визначення операції перетину є верхньою границею операції за її новим визна-
ченням, а якщо додатково застосувати операцію нормалізації:  
 
µТАB(x
*
)=µА(x
*
)µВ(x
*
)/sup(µА(x
*
)µВ(x
*
)),  
 
то множина буде нормальною. 
 
7. Моделювання вибору швидкості обертання валу рушіїв під час руху 
ББА та обговорення результатів 
Схема квадракооптера містить чотири двигуна, то для керування такою 
машиною необхідно формувати одночасно узгоджені напруги Ůi, що подаються 
мікроконтролером після підсилення на обмотки чотирьох двигунів [41]. Оскі-
льки мінімальні та максимальні кутові швидкості є відомими паспортними ве-
личинами для усіх двигунів, то доцільно використовувати чотири вхідні пара-
метри прискорення, швидкість, переміщення та підйомна сила та чотири вихід-
ні – швидкості обертання чотирьох пропелерів. Діаметр пропелера обирається 
за номінальною чатотою обертання валу n, що розвиває потужність N першого 
рушія за умови рівності підйомної сили R і сили ваги mg. Вал другого рушія 
протилежно обертається з однаковою за модулем швидкістю. Площина вісей 
треього і четвертого рушія орієнтовані під кутом Θ, що змінюється від 60° до 
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90°, а кут нахилу до вертикальної площини XOY фіксований Ψ=35.3125°. За цих 
позначень константа с буде визначатись:  
 
2 2
2 2
2 2
2 2
2 sin cos 1 2sin cos
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       (7) 
 
а за умов і значень кутів Ψ[0°, 35.312°], Θ[30°, 90°] її величина буде належа-
ти інтервалу с[0.5, 2]. 
Для моделювання вибору швидкості обертання валу рушіїв під час руху 
ББА визначимо поняття функцій належності.  
Визначення 4. Функція належності швидкості обертання валу рушія до ди-
апазону значеннь, що можуть бути реалізовані данним двигуном, має вигляд 
µi(x
*
)=(x
*
i–nimin)/(nimax–nimin).  
Визначення 5. Функція належності швидкості обертання валу рушія, що 
належать до діапазону значень, які забезпечують прискорений рух апарату ма-
сою m з прискоренням ax у напрямі вісі Х, має вигляд µsx(x
*
,t)=max/Rx. 
Визначення 6. Функція належності швидкості обертання валу рушія, що 
належать до диапазону значень, які забезпечиватимуть рівноважне значення пі-
дйомної сили Ry, має вигляд µsy(x
*
)=1–Ry/mg. 
Визначення 7. Функція належності швидкості обертання валу рушія, що 
належать до диапазону значень, які забезпечиватимуть механічну потужність Ν 
при економічному споживанні електричної енергії İŮ, має вигляд µsηy(x
*
)= Ν/İŮ. 
Данні про ББА подані у табл. 1, а вплив функцій належності на вибір швид-
кості обертання валу рушіїв під час руху ББА наведений у табл. 2. 
 
Таблиця 1 
Характеристики ББА 
№ 
маса, 
m, кг 
діаметр 
пропеле-
ру, d, м 
Мінімальна 
кутова шви-
дкість, ωmin, 
рад/с 
максималь-
на кутова  
швидкість, 
ωmax, рад/с 
момент іне-
рції ротора, 
Ј, кгм
2 
потужність, 
N, Ват 
1 3.2 0.2 100 300 1.2×10
-4
 50 
 
 
 
 
 
 Не
 я
вл
яе
тс
я 
ер
еи
зд
ан
ие
м
Таблиця 2 
Вплив функцій належності на вибір швидкості обертання валу рушіїв під час 
руху ББА 
 с=2 
s ns/nmax µi(ns/nmax) µsx(x
*
, t) µsy(x
*
) µsηy(x
*
) µn(ns/nmax) 
1 0.55 0 0.891403594 0 0.3 0 
2 0.6 0.07496252 0.932203799 0 0.33 0 
3 0.65 0.14992504 0.960259111 0 0.43 0 
4 0.7 0.22488756 0.978548858 0 0.6 0 
5 0.75 0.29985007 0.989655121 0.125 0.7 0.026 
6 0.8 0.37481259 0.995762737 0.28 0.88 0.092 
7 0.85 0.44977511 0.998659304 0.445 0.89 0.1779 
8 0.9 0.52473763 0.999735171 0.62 0.65 0.2114 
9 0.95 0.59970015 0.999983448 0.805 0.35 0.169 
10 1 0.67466267 1 1 0.2 0.1349 
 
У колонках 2-6 табл. 2 наведені розраховані за визначеннями 4–7 дані про 
відносну частоту обертання та функції належності:  
– швидкості обертання валу рушія до таких значень, які можуть бути реа-
лізовані двигуном µi(ns/nmax);  
– сили упору, яка забезпечує прискорений рух ББА за паспортом µsx(x
*
, t); 
– підймної сили, яка забезпечуватиме надлишок підйомної сили µsy(x
*
); 
– швидкості обертання валу рушія, яка забезпечить механічну потужність 
при економічному споживанні електричної енергії,  
У колонці 7 табл. 2 наведені розраховані за визначенням 3 значення функ-
ції належності µn(ns/nmax), що дозволяє знайти найкраще значення функції нале-
жності µn(ns/nmax)=0.2114 та відносну швидкість ns/nmax=0.9. Ці значення одно-
часно задовольняють вимозі переваги за перерахованими чотирма ознаками 
(позначено жирним). Такі результати безперечно демострують переваги нової 
оперерації перетину  
Для аналізу впливу константи с для різних значень параметрів кутів нахи-
лу вісей валів рушіїв Θ та Ψ проведемо анолагічні розрахунки та узагальнемо їх 
результати у табл. 3. 
 
Таблиця 3 
Вплив конструктивних параметрів рушіїв на швидкость обертання їх валу під 
час руху ББА 
№ Θ, град Ψ, град с µn(ns/nmax) ns/nmax 
1 90 35.313 0.495284 0.2896 0.895 
2 70 35.313 0.738054 0.2896 0.895 
3 60 35.313 0.906597 0.2895 0.895 
4 40 35.313 1.461445 0.2894 0.895 
5 30 35.313 1.994753 0.2893 0.895 
6 90 25.313 0.496515 0.2896 0.895 
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7 70 25.313 0.684171 0.2896 0.895 
8 60 25.313 0.820499 0.2895 0.895 
9 40 25.313 1.28279 0.2894 0.895 
10 30 25.313 1.734821 0.2894 0.895 
11 71 32.05 0.719693 0.2896 0.895 
12 40 32.05 1.410461 0.2894 0.895 
 
Як свідчать дані таблиці 3, значення функції належності та відносної шви-
дкісті практично не змінні і не залежать від величини константи с. Конструкти-
вні обмеження, що накладаються на зміну кутів Θ та Ψ, у свою чергу дозволя-
ють звузити диапазон вибору проектних значень константи с[0.71,1.41]. 
Останнє зменшує девіації кутів кутів Θ та Ψ під час маневрів, а значить покра-
щує умови зйомки для камери. Як продемонструвало практичне застосування 
операцій, що введено за визначеннями 1–3, аналітичність виразів операторів, за 
умов аналітичності самих функцій належності, дозволяє спростити алгоритм 
розрахунку відносної частоти. Особливо це актаульно у задачах пошуку опти-
мального часу та формування траєкторії руху або як розв’язок стратегічної за-
дачі оптимізації [12]. Таким чином, продемонстровано практичну можливість 
одночасного застосування теорії нечітких множин та класичних методів аналізу 
задач нелінійної динаміки.  
 
8. Обговорення результатів дослідження застосовності методів неліт-
ких множин та класичного математичного аналізу  
Проведене моделювання вибору відносної частоти обертання валу рушіїв 
трьохвимірного руху апарату за трансформованими моделями [8] та шляхом 
формування функцій належності для керуючих впливів за визначеннями 1–3. 
Результати вибору частоти обертання валу рушіїв при узгодженому попарному 
підключенні продемонстрували простоту та стійкість алгоритмів. За умов вибо-
ру константи с[0.5, 2] реалізуються практично розв’язані рухи. Так, при фік-
сованому Ψ=35.312° кут Θ практично не обмежений (Θ[30°, 90°] табл. 3).  
Максимальна швидкість руху апарату, розподільча здатность та швидкодія 
камери , що застосувується для навігації, формує вимоги до зменьшення девіа-
ції кутів Θ та Ψ. За результатами обчислень видно, що діапазон вибору костан-
ти с[0.5, 2] можно звузити до інтервалу с[0.71, 1.41]. За такого стиснення 
обмеження проектування на діапазон зміни кутів Θ та Ψ стає не значно жорст-
кіше (при Ψ[32°, 35°] кут Θ[40°, 71°]). Саме таке звуження покращує умови 
роботи камер та проектні вимоги до техніко-економічних показників. Безумов-
но, що можливість, яка відкривається завдяки одночасній мінімізації часу та ро-
зділенню керування взаємо ортогональними рухами є перевагою і позитивним 
результатом дослідження. Крім того, необхідно зазначити, що аналітичність 
операторів, якими задано трансформовані операції перетину та об’єднання, і Н
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властивості ланцюгового правила диференціювання, обумовлює диференційов-
ність результату його дії.  
Слід зазначити, що реалізація означених переваг нового переліку операцій 
досягається тільки за умов побудови функцій належності, як єдиних аналітич-
них виразів, що задовільняють умові неперевності і диференційовності. Остан-
нє і є головною задачею наступних досліджень.  
Одночасно з цим, вона і є головною перешкодою, оскільки проблема по-
шуку єдиного унівесального виразу закону на усьому інтервалі визначечення, 
що наближається до множини точок значень, а через окремі проходить абсолю-
тно точно, є проблемою узгодження. Фактично мова йде про необхіднісь узго-
дження протиріч, що не можуть бути узгодженими за своєю природою.  
Крім того, аналітичність функцій належності дозволить застосовувати до-
даткові нечіткі описи не повністю описаних обєктів, що у свою чергу дозволить 
ставити задачі координиції і синтезу керуючих впливів при моделюванні робо-
ти окремих ланок мобільних кіберсистем.  
 
9. Висновки 
1. Побудований алгоритм корегування параметрів оптимальної траєкторії, 
як розв’язок задачі про мінімум часу, встановлює умови, що забезпечують роз-
ділення рухів та обмеження на роботу двигунів-приводів рушіїв введенням 
константи (с[0.5, 2]).  
2. Сформовані керуючі впливи – сили та моменти разом з нелінійною гід-
родинамічною моделю ББА і системою нових операцій та визначень функцій 
належності – дозволяють реалізовувати швидко діючи алгоритми вибору часто-
ти обертання рушіїв при керуванні за зворотнім відео зв’язком і звузити діапа-
зон зміни кутів Θ та Ψ за рахунок звуження у двічі границь вибору константи 
с(с[0.71,1. 41] для сучасних камер навігації).  
3. Запропоновані нові форми операції над нечіткими множинами, що ви-
значені на унормованому просторі на інтервалі дійсних чисел [0, 1], є аналіти-
чними і допускають операції класичного математичного аналізу, за умов ана-
літичності введенних функцій належностей (визначення (4)–(7)), на інтер- 
валі [0, 1].  
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